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Einleitung. 


Die vorliegende Arbeit schliesst sich an 3 Abhand- 
lungen an, die Professor Weber in den Matlıematischen 
Annalen veröffentlicht hat!). In den. beiden ersten 
dieser Abhandlungen wird eine Reihe wichtiger Fragen 
über die Verteilung der Primzahlen und Primideale 
eines algebraischen Körpers untersucht und ihre Er- 
ledigung auf den Nachweis eines Klassenkörpers ZzU- 
rückgeführt. In der dritten Abhandlung wird dann 
gezeigt, wie sich für quadratische Körper mit nega- 
tiver Diskriminante dieser Nachweis mit Hülfe der 
komplexen. Multiplikation der elliptischen Funktionen 
führen lässt. Dabei werden jedoch der Gauss sche 
Zahlkörper und der Körper der dritten Einheitswurzeln, 
die einige Abweichungen zeigen, nur andeutungsweise 





5 !) Ueber Zahlengruppen in algebraischen Zahlkörpern. 
Math. Ann., Bd. 48, 49, 50. 


behandelt. In einer späteren Arbeit !) hat Herr Weber 
dann eine Durchführung der Untersuchungen für den 
Gaussschen Zahlkörper gegeben. Die entsprechende 
Behandlung des Körpers der dritten Einheitswurzeln 
soll im folgenden versucht werden. | 


Einen andersartigen Beweis des Dirichletschen 
Satzes für unseren Körper hat Herr Fanta im An- 
schluss an Arbeiten von Professor Mertens gegeben 2). 


!) Ueber komplexe Primzahlen in Linearformen. Journal 
f. reine u. angew. Math., Bd. 129, 

?) Beweis, dass jede lineare Funktion, deren Koeffi- 
zienten dem kubischen Kreisteilungskörper entnommene ganze 
Zahlen sind, unendlich viele Primzahlen dieses Körpers dar- 
stellt. Monatshefte f. Math. u. Phys. 12. Jahrgang. 


La 


I. Die Primzahlen 
im Körper der dritten Einheitswurzeln. 


S I. Der Körper R (p) 


Es sei R(p) der Körper der dritten Einheits- 
wurzeln, der aus dem Körper R der rationalen Zahlen 
durch Adjunktion von 


a 
de mg 
entsteht. Infolge der Identität 
e=—1—p 
sind alle Zahlen £ dieses Körpers eindeutig darstellbar 
in der Form 
S=ı-yP 
worin x und y rationale Zahlen bedeuten. Sind x und 
y ausserdem auch noch ganze Zahlen, so ist & eine 
ganze Zahl aus R(p). 
& ist eine Wurzel der Gleichung zweiten Grades 
ar Er PIE), 
deren absolutes Glied die Norm von & heisst: 
NER PR =, 
wo 
Be pe RN) 
die zu & konjugierte Zahl bedeutet. 
Sind & und n zwei Zahlen aus R (p), so ist 


NEn=NE N. 


Die sechs Zahlen 
el ap, veie 
deren Norm die Zahl 1 ist, heissen die Kinheiten von 
R (p), und je sechs Zahlen, die sich nur um Einheits- 
faktoren von einander unterscheiden, wie 
Ro | 
werden zu einander assozüerte Zahlen genannt. 

Assozüerte Zahlen haben die gleiche Norm. 

Da die rationalen Zahlen in R (ge) selbst mit ent- 
halten sind, müssen die Primzahlen dieses Körpers 
unter den Teilern der rationalen Primzahlen gesucht 
werden. Die Zahl 5 ist wegen der Identität 

3 p2ll —p)2 

mit dem Quadrate der Primzahl (1—2) assoziiert. Die 
rationalen Primzahlen 

p=1 (mod. 3) 
können stets dargestellt werden durch einen Ausdruck 
von der Form 

a2—ab-b? 
und sind folglich gleich dem Produkte der beiden 
Primzahlen | 

a-—-bpunda-bp:. 

Solche in rationalen Primzahlen p enthaltenen 
komplexen Primzahlen aus R (p) sollen im folgenden 
mit zn bezeichnet werden. 

Es bleiben noch zu untersuchen die natürlichen 
Primzahlen 

d=.2 (mod. 3), 

Da ein Ausdruck von der Form (a? — ab -- b?) 
niemals nach dem Modul 3 mit der Zahl 2 kongruent 
sein kann, sind die Zahlen q in R(p) nicht weiter zer- 
legbar und bleiben also auch in diesem Körper Prim- 
zahlen. 


Die Primzahlen des Körpers R (£) sind also durch 
die Typen 


(1 SE p), r,4q 
erschöpft. Die Normen 3 und p der komplexen Prim- 
zahlen (1 — ep) und r sind rationale Primzahlen, 


während die Normen der reellen Primzahlen q die 
Quadrate rationaler Primzahlen sind. Aus diesem 
Grunde nennt man die (l — p) und rauch Primzahlen 
ersten Grades, zum Unterschiede von den Primzahlen 
zweiten Grades 4. | 


S 2. Die Verteilung der Primzahlen zweiten Grades. 


Für die natürlichen Zahlen hat Dirichlet den 
Satz bewiesen: 

In einer arithmetischen Reihe, deren Anfangsglied und 
Differenz zwei teilerfremde ganze Zahlen sind, kommen 
stets unendlich viele Primzahlen vor. 

Wir wollen zunächst sehen, unter welchen Vor- 
aussetzungen sich dieser Satz auf die Primzahlen 
zweiten Grades von R (p) übertragen lässt. 

Es sei gegeben die Linearform 
(1) A=ys-ta, 
wo p und «& teilerfremde ganze Zahlen aus R (p) sind, 
während &£ die Gesamtheit der ganzen Zahlen dieses 
Körpers durchläuft. Unter welchen Bedingungen sind 
dann in A unendlich viele Primzahlen q enthalten ? 

Setzt man 

p=m+np , @=atbp ,$=x-4yp, 
so folgt 
er (mr 0yFa) ce n@ey tr my-rblp; 


“ damit nun in % überhaupt reelle Zahlen enthalten sein 





— WW — 


können, muss bei geeigneter Wahl der Zahlen x und y 
die Gleichung möglich sein 
ı&—-y+my+b=0, 

und dazu ist erforderlich und hinreichend, dass der 
grösste gemeinsame Teiler d von m und n auch in b 
aufgeht. | | 

Unter dieser Voraussetzung sei &, irgend einer 
der Werte von £, für die A reell wird. 

Bezeichnet man nun die zu p, &, und « Konjugierten 
Zahlen bezw. mit w', &, und «', sodass also 
2) ro ee fo d=h 
reell ist, so sind die sämtlichen Werte £* von £, für 
die A reell wird, in der Form enthalten: 


1 
es 
wo z die Reihe der ganzen rationalen Zahlen durch- 
läuft. Setzt man diesen Ausdruck für Z in (1) ein, so 


geht diese Formel über in 


®—64+2 


(ET A  ERLSU IE], 


und diese in A enthaltene rationale Linearform 1 um- 
fasst alle in X vorkommenden rationalen Zahlen. 
Die Primzahlen q genügen. nun sämtlich der Kon- 
gruenz 
q=2(mod.3). 

Damit solche Zahlen in | vorkommen können, muss 
demnach bei geeigneter Wahl von z die Kongruenz 
möglich sein 

’ 
(4) [= # ne 2--%=2 (mod. 3), 
und dazu ist erforderlich und hinreichend, dass (Au, —+ 1) 


E : : IM 
durch den grössten gemeinsamen Teiler von “und 


3 teilbar sei, oder, was damit gleichbedeutend ist, 





“' 


BR 


der grösste gemeinsame Teiler von x und 3 muss auch in 
(« —- 1) aufgehen. 

Ist auch dieser Bedingung genügt und z, irgend 
einer der Werte von z, für die die Kongruenz (4) er- 
füllt ist, sodass also 


(5) zo Ind. (mod. 8) 





wird, so sind alle übrigen Werte von z, für die (4) 
erfüllt ist, in der Form enthalten: 

en —3t, 
wo t die Reihe der natürlichen Zahlen durchläuft. Für 
die Werte z* von z geht 1 über in 


L= 36 lo;. 


und diese in % enthaltene rationale Linearform umfasst 
die sämtlichen in A vorkommenden rationalen Zahlen, 
die nach dem Modul 5 mit der Zahl 2 kongruent sind. 
Unter diesen befinden sich nun nach dem Dirichlet schen 
Satze unendlich viele Primzahlen — und zwar sind 
diese sämtlich von der Form q — falls die Zahlen ), 


und 35- teilerfremd sind. 


Dass lu und 3 keinen gemeinsamen Teiler haben 


folgt aus (5), und wenn ]y mit einen Teiler 55’ ge- 
_meinsam hätte, so ergäbe sich aus (D), dass anch %o 
durch 85’ teilbar wäre, und dann würde nach (2) ent- 
weder 5 oder Ö’ gemeinsamer Teiler von u und «, 
während diese Zahlen doch als teilerfremd vorausgesetzt 


wurden. 


Als Resultat unserer Untersuchung haben wir also 
den Satz erhalten: 
Die Linearform (wE—o), worm a —=(m—np) und 
a=(a-+bp) teilerfremde ganze Zahlen aus R (p) be- 


De 


deuten, während & die Gesamtheit der ganzen Zahlen 
dieses Körpers durchläuft, stellt stets und nur dann unend- 
lich viele Primzahlen zweiten Grades aus R (p) dar, wenn 
der grösste gemeinsame Teiler von m und u auch in b, 
derjenige von und 3 auch in «--1 aufgeht. 


8 3. Die Zahlklassen nach dem Modul ır. 


Es handelt sich nun noch um die in der Linearform 
\=p5-& 
enthaltenen Primzahlen z vom ersten Grade. Um 
nachzuweisen, dass X unendlich viele solcher Primzahlen 
darstellt, wird, dem Gange der Dirichletschen Be- 
weisfülhrung entsprechend, zu zeigen sein, dass die über 
alle in % enthaltenen Primzahlen z erstreckte Summe 
ent 
N x 
unendlich wird; denn da sämtliche Glieder dieser 
Summe endliche Zahlen sind, folgt alsdann, dass die 
Anzahl der Summanden und demnach auch die Anzahl 
der Primzahlen z in X unendlich gross ist. 

Damit in % überhaupt mehr als eine Primzahl 
vorkommen kann, müssen die Zahlen x und « relativ 
prim sein. Solcher zu 1 teilerfremder Zahlen « giebt 
es unendlich viele, und jede von ihnen giebt Anlass 
zur Bildung einer Linearform A. Betrachtet man aber 
zwei solche Linearformen nur dann als von einander 
verschieden, wenn sie nicht dieselben Zahlen aus R (p) 
darstellen, so erhält man nur so viele verschiedene 
Linearformen %, wie die Anzahl der nach dem Modul 
unter einander inkongruenten zu 1 teilerfremden 


LE 


ai 


Zahlen & beträgt. Diese Anzahl aber ist endlich, und 
zwar wird sie dargestellt durch das Produkt 


W_n. | [@ 1) 


das zu erstrecken ist über alle in u enthaltenen Prim- 
zahlen x vom ersten und vom zweiten Grade. !) 

Für alle Zahlen x des Körpers R (p), mit alleiniger 
Ausnahme von e = 2 und = (1 — p), sind die sechs 
Einheiten e nach dem Modul 1 unter einander inkon- 
gruent. Man kann daher unter den « eine endliche 


1 A 
Anzahllhl = zV (k) so auswählen, dass jede zu 1 tei- 


6 
lerfremde Zahl mit einer der Zahlen 
Bro oe AR Erd 


nach dem Modul n kongruent ist. Dann lassen sich 
die sämtlichen zu u teilerfremden Zahlen in h Klassen 
A, ’ A, PS RCHEL Wu er VER, An 
einteilen, indem alle Zahlen, die zu einer der Zahlen 
ec; nach dem Modul 1 kongruent sind, in dieselbe 
Klasse A; aufgenommen werden, sodass jede Zahl « in 
einer und nur einer dieser Klassen vorkommt. Gehört 
nun «; in die Klasse A;, so erhält man sämtliche 
Zahlen dieser Klasse, wenn man in den Linearformen 
KItmi , nRitpn ,„ nitpe 
£ die Gesamtheit der ganzen Zahlen von R (p) durch- 
laufen lässt. Daraus folgt, dass es in jeder dieser 
Linearformen unendlich viele Primzahlen x giebt, wenn 
in A; unendlich viele von ihnen enthalten sind. Denn 
jeder Primzahl x, diein A; und folglich in einer dieser 
Linearformen enthalten ist, entspricht in jeder anderen 
Linearform der Klasse eine der zu m assoziierten 
Primzahlen. 





') Weber, Lehrbuch der Algebra, 2. Aufl., Bd. 2, S 168 (3). 


URS 


Die beiden Ausnahmefälle = 14 — p und 1 =2, 
für die unsere Klasseneinteilung nicht mehr ohne weiteres 
bestehen bleibt, brauchen wir im folgenden überhaupt 
nicht weiter berücksichtigen. Denn da sich in diesen 
Fällen alle zu 1 teilerfremden ganzen Zahlen des 
Körpers in einer der Linearformen 

a a er Re a 

Bntel 2E 9-2 ap (für = 2) 
darstellen lassen, so erhalten wir in beiden Fällen nur 
eine einzige Klasse, und folglich sind in jeder dieser 
Lirearformen unendlich viele Primzahlen x enthalten, 
falls es deren in R(p) überhaupt unendlich viele giebt. 
Das ist aber sicher der Fall, denn nach dem Dirich- 
letschen Satze existieren unendlich viele rationale 
Primzahlen der Form p= (8 n--1) und von diesen 
zerfällt jede in zwei Primzahlen rw. Wir können also 
im folgenden die Fälle —=(1—p) undg —=2, als 
schon erledigt, ausschliessen !). 


= 
S 


S 4. Die Summen A. (s) = >= a 
| N 





Es sei A, eine beliebige unter den Zahlklassen 
nach dem Modul ı« und «, ein Element aus A,. 
In der Linearform 
x = E00 
werden dann unendlich viele Zahlen aus A, dargestellt. 





1) Die Klassenzahl h wird ferner noch gleich 1 für 
"=(1+43p),e=2(1-—p) und = 3. Für diese 
Zahlen gilt also die gleiche Ueberlegung, sodass im folgenden 


Nr > 6 angenommen werden darf, 


“ 


DIR Ren 


Unter diesen ist aber nur eine endliche Anzahl Z,(n) 
von Zahlen, deren Norm eine gegebene positive ganze 
rationale Zahl n nicht überschreitet. Wenn wir nun 


%—=p(a--bp) y E=Xx--yp ) Neu=m 
setzen, wo also m eine bestimmte ganze positive Zahl, 
a und b zwei feste rationale Brüche bedeuten, während 
x und y die Reihe der natürlichen Zahlen durchlaufen, 
so wird 
NE Fa =m[xt a)? — (xt a)(y-+-b)-+(y-Hb)2] 
oder, wenn noch 

xTa-X ‚'Jrb=y, 
gesetzt wird, | 
Ni So = Mm Yen yı)- 
Betrachten wir x; und y, als rechtwinklige Koordi- 
naten einer Ebene, so erscheint diese ‚mit einem Gitter 
überzogen, dessen quadratische Felder die Seite 1 haben. 
Jedes der Felder kann einem Gitterpunkte, etwa der- 
jenigen seiner Ecken, deren Koordinaten den kleinsten 
Wert haben, eindeutig zugeordnet ‘werden. Dann be- 
dentet Z, (n) die Anzahl der Gitterpunkte, die entweder 
im Inneren, oder auf der Kurve 


5) 


72 “ m Ehe TR Var mer rn 
X Ze Kot Nr ER 


gelegen sind. Diese Kurve ist eine Ellipse. Ihr 
Mittelpunkt ist der Koordinatenursprung, ihre Achsen 
haben die Länge y/ = und y/ Se und sind gegen die 
m 3m 
Koordinatenachsen um 45° gedreht. Die Quadrate, die 
zu den im Inneren der Ellipse gelegenen Gitterpunkten 
gehören, liegen ganz oder teilweise im Inneren der 
Ellipse, und umgekehrt gehören alle von der Kurve 
umschlossenen sowie ein Teil der von ihr durch- 
schnittenen Felder zu Gitterpunkten, die innerhalb der 


ak Steh 


Ellipse liegen. Konstruieren wir nun zwei zu der 
ursprünglichen ähnliche und ähnlich liegende konzent- 
rische Ellipsen, deren kleine Achsen um die Diagonale 
eines Quadrates, also um Y’2 kleiner bezw. grösser sind, 
als die der gegebenen, so umschliesst das von ihnen 
- begrenzte ringförmige Flächenstück alle von der ur- 
sprünglichen Ellipse durchschnittenen Quadrate, und 
folglich ist der Flächeninhalt der innersten Ellipse 
kleiner, derjenige der äussersten Ellipse grösser, als die 
Gesamtfläche der Quadrate, deren Gitterpunkte inner- 
halb, oder auf der mittleren Ellipse liegen, d.h., es ist 


2 Nr 2 $ 
yaVv av M<CAn)<rv EV tVD 
3m 9m 














oder 
VAR (a) Dir, 
) unsern 7 5 +7 Zi 
wo 
Be v3) 4r | 2ryV 3 4rn 
Fa an Be vı E v m’ 


Da nun n> 1 und m > 6 ist, so ergiebt sich, dass 
M, eine Funktion von m, n und der Klasse A, ist, 
deren stets endlicher Wert innerhalb der Grenzen (— 3) 
und (-- 14) schwankt. Für unbegrenzt wachsendes n 
folgt also 





Zn) _ 22T 
lim 
age 428 
und dieser Grenzwert ist von der besonderen Klasse 
A, unabhängig, also für alle Klassen gleich. 


Wir bilden jetzt die Summe 


ar 1 
(2) Ri DES Nee 


und ordnen ihre Glieder nach wachsenden Werten 
vonNn&-o,. Da Z (n) die Anzahl der Zahlen 











” 


AERT 


(© -+ ax) bezeichnet, deren Norm nicht grösser als 
n ist, so ergiebt sich 


n 


a el ki 
SEO 














n° 
1,0% 
und hierin kann, solange s > 1 ist, für a: wi 1) 
a Ze) er 
auch geschrieben Be le, da (0) = O0 und 
. Z«(m)-Z(n-—1) | 1 i ER 
N nern 


Also ist 


\ 1 1 
(3) Ar (S) == N 2x (n) er wesen (n a I): | 


Wir formen zunächst den Klammerausdruck weiter 
um, indem 'wir setzen 
ae 1 ER 1 er) 
a En na Her? 


Hierin bedeutet % eine Funktion von n und s, 











RL . 


Se n3 ' | n Iren 
True De | el 
die für n>1 und 1<s<{2 nur endliche Werte an- 

nimmt. Denn entwickeln wir 


N 


nach dem binomischen Lehrsatze, so erhalten wir die 
Eingrenzung 
s—1l (s-1) (2 —s) n ir s—1 
Zu ERS = En RT 
VE TEN Bere ee <1 
als für %: 
n n? 2—s n3 n n? 
A a re FE Be ee 
Krael.(Hı) 2 ALS’ Tai) 

















ZERWTR ae 
IS 
d.h. 9 liegt fürn > 1 und1 < s < 2 zwischen den 
Grenzen 3/, und 2. 
Führen wir nun in (3) die Werte von zZ, (n) und 





ne rot: 
n° (n-- 1? 
nach (1) und (4) ein, so erhalten wir: 
DESSEN al Br. N 1 


Au 0) Ian en EA 
Fang) KEN EM, ie 
my 3 mt u, De 


oder 


| Or Or 1 1 
a le ui ze I 


Par) .; 2m: ıN In 
IE ns NE) 


r(s—]1) % 
_- my 3 wrrt® Sn 


> M. En M.% 
nm+i(m--])- nt 


wo sämtliche Summen über n von 1 bis & zu erstrecken 
sind. 


























Solange s > 1 ist, konvergieren alle diese Di- 
richletschen Summen. Lassen wir nun s in 1 über- 
gehen, so wird i 


ii = ERROR rl — 0 = 05772 
s—1l n® 


(= der: Eulerschen Konstanten), 


. Tr 1 ® 1 1 
l = m | — — — —— 1. 
im(s—1) In liml-—-(s N) BE > 5 
. 1 1 
l & es Be Kann 
| im a1) N =) zn > 1 





” 


— 19 — 


und auch die übrigen Summenausdrücke konvergieren 
für s=i gegen bestimmte endliche Werte. Demnach 
ergiebt sich 


2" A It c' | g> Mx 
mis 149 mil vn(n--1)’ 
1,0 
und dies ist eine bestimmte endliche Zahl, die nur von 
m und der betreffenden Klasse abhängt. Setzen wir 
IT 


also 
(8) A: ($)= m(s— D)y3 - @.(8), 


so ist G, eine Funktion von s, die für 1<s<{2 be- 
stimmte endliche Werte annimmt. 











lim A, (s) — 
gl 


$ 5. Die Verteilung der Primzahlen ersten Grades. 


Die Zahlklassen nach dem Modul u lassen sich 
auffassen als Elemente einer Abelschen Gruppe X. 
Denn sind A; und A, zwei beliebige unter den Klassen 
und «; und a, irgend zwei Zahlen aus A; bezw. A,, 
so gehört das Produkt «;&. wieder einer ganz be- 
stimmten Klasse A, an, und diese aus A; und Ax kom- 
ponierte Klasse A, hängt nur ab von der Wahl der 
ursprünglichen Klassen A; und Ax,, nicht aber von der 
Auswahl der Zahlen «; und «, aus diesen Klassen. 
Einheitselement der uvruppe W ist die Hauptklasse A,, 
die alle nach dem Modul u zu einer der sechs Ein- 
heiten = des Körpers kong'uenten Zahlen enthält. 

Zu der Gruppe A gehören hı Charaktere !) 


Yı Ya tree. Yan; 
1) Algebra, Bd. 2,8 13. 


ann 





Een 


die eine zu X isomorphe Gruppe bilden. Die Charak- 
tere sind für alle Elemente der Gruppe A ht Ein- 
heitswurzeln, der Hauptcharakter y, ist für jedes A 
gleich 1. 

Ferner ist 


(1) Yi (Ax) == h, oder = O 
je nachdem i = 1, oder + 1 ist und 
(2) > x (Ay) cn Meder 0 


je nachdem k — 1, oder = 1iist. 
Wir bilden nun die Summe 


ER >a () x (Ar). 


Nach 8 4 (5) wird dann 
k ki 
On DI OEDSACHECHO 
i m(s-1y3 Ki k | Ki k k ’ 
1,h 


also wegen (1) 


27 Sch 
nz D3 (9); 


Q: (8) er oe 





Nähbert sich jetzt s dem Genzwerte 1, so gehen 
nach den Darlegungen des” vorigen Paragraphen die 
Ausdrücke 


A sS—-N)Q6), (I), Q (I), : - -,; An (S) 


in ganz bestimmte endliche Werte über. Wenn wir 


“ 


RT 


nun den Charakter einer zu { teilerfremden Zahl x durch 
die Gleichung definieren 

X (a) = Xı (A), 
wo A die Klasse bedeutet, der « angehört, so können 


wir setzen 
2 (@) yaC = 


die Summe erstreckt über alle zu 1 teilerfremden Zahlen 
« des Körpers, jedoch so, dass von je sechs asso- 
ziierten Zahlen immer nur eine in die Summe 
aufgenommen wird. | 

Die Summen @ sind, solange s grösser als 1 ist, 
unbedingt konvergent und dasselbe gilt, wenn x eine 
beliebige nicht in p. enthaltene Primzahl (ersten oder 
zweiten Grades) aus R (p) bedeutet, von der Summe 





14294 Dan 


ee} 
28 
WR“ 


die ein Teil von Q; (s) ist. Da nun 
xi (ab) = x (a) x (b) 








und 
Nab = Na Nb ; 
so wird 
Ki (%) Y (%) ) 
Se abe | = - 
| IN» { | (N za 
oder 
; iR) Na = 





Lassen wir x die Gesamtheit der nicht in p auf- 
gehenden Primzahlen aus R (p) durchlaufen, mit der 
Einschränkung, dass von je sechs assoziierten Prim- 
zahlen immer nur eine un wird, so folgt 


16 





Ed 


Hieraus findet sich nach der Formel 





1 FE Ge 23 
a en 


die Reihenentwicklung 


2N \ : i (% 1 = ; (9? | 
% & 


Die Summen auf der rechten Seite ändern sich 
stetig mit s, solange nur s > 1 bleibt, und folglieh 
ist durch (3) der Logaritımus von @; (s) bis auf ein 
konstantes Vielfaches von 2ri bestimmt. 

In der Gruppe W giebt es zu jeder Klasse A eine 
reziproke Klasse A, sodass, wenn « eine Zahl aus A, 
o eine Zahl aus A bedeutet, das Produkt a der Haupt- 
klasse A, angehört. Bilden wir nun die Summe 





i 


DR O1 a6) 


1,h 
so steht sich nach (2) 








1 
4) - IS : («)logQ; (Ss Va - 
l,h 
worin sich die 1%, 2, ... Summe auf der rechten 


Seite über alle die Primzahlen erstreckt, deren 1°, 2te, .., 
Potenz in der Linearform 

\=p5-ta 
enthalten ist. Die erste dieser Summen zerlegen wir 
in zwei Teile 


q 
= { — T 

Se —— und S; = > ce) 
Nr s t q “8 


indem wir in S alle in % enthaltenen Primzahlen ersten 
Grades r, in S, die Primzahlen zweiten Grades q auf- 
nehmen. In den folgenden Summen 





Lei 


Er 


x | ie \ 
Sy = 8: => I san 
f Nx Ri ; Nx 2° 


ist eine solche Zerlegung nicht nötig. Die ganze 
Summenreihe 

T=-:%-+3%-.... 
bleibt für s>1 endlich. Denn vergrössern wir alle 
Summen, indem wir sie über sämtliche Primzahlen aus 
R(p) erstrecken, so folgt 


Die Zahlen Nx sind rationale Primzahlen, oder 
Quadrate von rationalen Primzahlen, und keine von 
diesen kann öfter als zweimal vorkommen. Es wird 
also um so mehr 


| : 1 
nn > a 
3 1 (1 FR”; ee) 


n° 





oder, da 


und diese Summe hat einen endlichen Wert. 

Auf der linken Seite von (4) wird Q, frs=1 
unendlich, während Qs, Qs, - - - Qn endlich bleiben. 
Wenn wir nun ausserdem noch beweisen können, dass 
diese letzteren Summen für s = 1 von Null verschie- 
dene Werte annelımen, so folgt, dass die linke Seite 
der Gleichung (4) für s = 1 unendlich wird. 

Auf der rechten Seite von (4) bleibt fürs =1 
die Summenreihe 
De ia HisDare er, 


OT 


endlich, wenn also die linke Seite unendlich wird, so 


folgt 
> 1 
hans euere, 
s=1 Nr 


wo die Summe S über alle in der Linearform } ent- 
haltenen Primzahlen ersten Grades x zu erstrecken ist. 
Damit aber wäre, wie wir am Anfange von $3 sahen, 
der Beweis vollendet. 


S 6. Der Klassenkörper. 


Um unseren Beweis zu Ende zu führen, müssen 
wir nun noch zeigen, dass die Grenzwerte der Summen 


Qa (8), O3 (S), ..o.. An (S) 
für s = 1 von Null verschieden sind. Zu diesem 
Zwecke bilden wir das Produkt 


9. Que) Eu 1 r a 


Ih 





Eine jede Primzahl x gehört nach dem Modul m 
zu einem bestimmten Exponenten a,, d.h. es giebt 
eine kleinste positive Zahl a, , sodass x%* in die Haupt- 
klasse nach dem Modul 1 gehört. a, ist ein Teiler 
von h 


nach | 
Die h Charaktere %i (x) sind dann sämtlich a, ® 


Einheitswurzeln, von denen jede gleich oft, also b,-mal 
unter den y; (x) vorkommt. Folglich wird 


Fr 


Rs 
ao 








II: x 5 Nie 2 RN. ai us) 


Ile s) -ILL = - aus) br 


Dies Produkt zerlegen wir in zwei Teilprodukte. 
In das erste nehmen wir alle die Primzahlen ersten 
Grades nz auf, die nach dem Modul . zum Exponenten 
1 gehören, in das zweite alle übrigen Primzahlen 
ersten und die sämtlichen Primzahlen zweiten Grades. 
Setzen wir demgemäss 


und 








BC ($)=Pı"' Pr: 


Das Produkt P, ist von Null verschieden, weil 
keiner seiner Faktoren kleiner als 1 ist. Es kann 
aber auch für s > 1 nicht unendlich werden, weil es 
sicher kleiner ist, als die für s > 1 gegen einen end- 
lichen Grenzwert konvergierende Summe 


Nun ist 
lim (1) 0.67. 05(5..-Qı @) >= in (s—N) PER 
s=1 el! 


endlich, und folglich muss auch (s— 1) Pt fühs=1 
einen endlichen Grenzwert haben. Um jetzt noch nach- 
zuweisen, dass von den Summen Qs (8), Rs (8), ...,Qn (8) 
keine für s—1 verschwindet, genügt es nach unserer 


letzten Gleichung, wenn wir zeigen können, dass die 
Ungleichung besteht 


lim(s—1)P® #0. 


s—1 

Dieser letzte uns noch übrig bleibende Beweis 
lässt sich dadurch erbringen, dass wir die Existenz 
eines algebraischen Zahlkörpers & über R(p) nach- 
weisen, der die folgenden Eigenschaften hat: 

1. Der Relativgrad n von 2 über R(e) ist nicht 

grösser als h. 

2. Jede Primzahl ersten Grades rn, die nach dem 
Modul j. zum Exponenten 1 gehört, zerfällt in, 
in lauter Primideale ersten Grades ». 

3. Alle übrigen Primzahlen x aus R(p) sind in © 
nur in Primfaktoren von höherem, als dem ersten 
Grade zerlegbar. 

4. Von den Bedingunyen 2. und 3. kann eine end- 
liche Anzahl Primzahlen ausgenommen sein. 

Ein Körper @, der diesen Bedingungen genügt, 
heisst ein Alassenkörper über R(p) nach dem Modul y. 
Haben wir seine Existenz nachgewiesen, so können 
wir uns zur Vollendung unseres Beweises auf den 
foleenden Satz stützen, der allgemein für jeden alge- 
braischen Zahlkörper 2 gültig ist: 1) 

Durchläuft D die Gesamtheit der Primideale ersten 
Grades in einem algebraischen Körper %, so hat das 


Produkt 
; 1 
Bl | | er 
\ ) 1 BER No p —sS 


für s=1 einen endlichen, von Null verschiedenen Grenz- 





wert. 





1) Algebra, Bd. 2, $ 197 I. 


“rt 


Das Zeichen N. bedeutet die im Körper @ ge- 
nommene Norm. Erfüllt nun ® die Bedingungen 1. 
bis 4., so wird 

Nor = Nr" 
Nep =Nr ı 
und z zerfällt in.n von ‚einander verschiedene Prim- 
ideale ersten Grades 
Ds Pd, 20.0, Pa: 

Eine Ausnahme machen nur diejenigen Prim- 
ideale ersten Grades, die in höherer, als der ersten 
Potenz in Primzahlen des Körpers R(£) aufgehen. 
Diese sind aber sämtlich in der Diskriminante des 
Körpers @ enthalten und folglich nur in endlicher An- 
zahl vorhanden. Wir können sie deshalb fortlassen, 
ohne dass die Bündigkeit unseres Beweises darunter 
leidet, denn wir haben es hier mit unendlichen 
Produkten P zu tun, deren sämtliche Faktoren end- 
liche Zahlen grösser als 1 sind, und es kann daher 
das Fortiassen einer endlichen Anzahl solcher Fak- 
toren an dem Verschwinden, oder Nichtverschwinden 
des Grenzwertes 

lim(s— 1)P 

Sl 
nicht das mindeste ändern. Demnach wird bis auf 
einen endlichen, von Null verschiedenen Faktor 


IE: = 1lau = 


und folglich besitzt 
lim (s — 1) Pi" 


Sit 
einen endlichen von Null verschiedenen Wert. Andrer- 
seits war auch 





lim (s — 1) Pı® 


St 


RER SE 


endlich, und folglich muss auch P,?=" endlich sein. 
Da aber P, selber unendlich ist, kann das nur dann 
eintreten, wenn 

Ben 


Damit ist dann der Beweis, dass 
Hm (2 1)P 


| 
von Null verschieden ist, geführt und der Dirichletsche 
Satz für den Körper der dritten Einheitswurzeln be- 
wiesen. Dem Nachweise des Klassenkörpers, dessen 
Existenz wir bei unseren letzten Schlussfolgerungen 
voraussetzten, ist der zweite Teil dieser Arbeit ge- 
widmet. 





” 
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II. Die komplexe Multiplikation 
der elliptischen Funktionen mit dem 
Periodenverhältnis »® = p. 


S 7. Die Weierstrasssche 9-Funktion. 


Wir betrachten die Weierstrasssche 9-Funktion 
für den besonderen Fall, dass das Verhältnis » ihrer 
Perioden w, und ws, gleich der dritten Einheitswurzel 
p ist: 

W = © = 
0 

Wenn nun ce =x--yp eine Zahl aus R (p) be- 
deutet, so wird 
(1) PO —=XwW--7W 

Ra =—ywWı - (X — Y)w. 

Po, und (kw, sind also stets und nur dann gleich- 
falls Perioden von (u), wenn u als ganze Zahl an- 
genommen wird. Ist dies der Fall, so folgt weiter, 
dass 9 (ku) gleichfalls eine doppeltperiodische Funktion 
von u mit den Perioden w,;, und w, ist. Denn ver- 
stehen wir unter h, und Ih, irgend welche ganzen 
rationalen Zahlen, so ist 

. Pfe (al, w)] 

- =Pf[pu—(h,X—hey)oı 4 (h,y+-IaX—h3y) 03] —=P (en). 





ME 


Da ferner X (u) eine gerade Funktion von u ist, 
eilt dasselbe auch von 9 (pu), und diese Funktion lässt 
sich deshalb als rationale Funktion von (u) dar- 
stellen !). Wir können etwa ansetzen 


9 (ru) = 


wo G,„ und T,. zwei teilerfremde ganze rationale 
Funktionen von (u) bedeuten sullen, deren Eigen- 
schaften wir jetzt näher untersuchen müssen. 

Für Y(u) gilt allgemein in der Umgebung des 
Nullpunktes die Reihenentwicklung ?) 


9 (u) -I I, 


Gel, 4), =,% C 3,99: 


worin 


und, für A>3, 


eyes y« Se 


9,12 





also die c, sämtlich ganze Funktionen mit rationalen 
Koeffizienten der Weierstrassschen Invarianten 5 und g3 
sind. 


Für unser spezielles Periodenverhältnis lässt sich 
diese Reihenentwicklung vereinfachen. Die 9-Funktion 
ist gegenüber linearen Transformationen ihrer Perioden 
invariant. Substituieren wir nun für w, und ®s die 
Werte pw, und pws, so wird nach (1) 





1) Schwarz-Weierstrass, Formeln und Lehrsätze zum 
Gebrauche der elliptischen Funktionen, 14. 


2), Formeln und Lehrsätze, 9. 


“r 
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pw, =0'w, —+1'%, 
iw=—1l'0u,— 1m, 
die Determinante dieser Substitution also gleich 1, d.h. 
unsere Transformation ist linear, und es ist 
9 (pu, Pw;, Pws) —p (pu, 0]; w2). 
Andrerseits gilt !), wenn A irgend einen Parameter 
bedeutet, die Gleichung 
g (Au, A0y, 40) = in? NZ (u, 0 ©), 
und wenn wir X = p setzen, ergiebt sich aus den 
beiden letzten Formeln 
(3) PM) = pP) =rPp (EU). 
OF Ws 


Setzen wir hier u = 9,80 wird pu = &D: und 


10) 162) . . 6 
et also folgt, wenn wir zur Abkürzung 


o2u = _ 


setzen 


(rer) 


ehr Pe —p®;. 
Durch e,, & und e; lassen sich die Weierstrassschen 
Invarianten berechnen nach den Formeln ?) 


= ken tse)=—4eltetr)=0 
9, —4e, &9 &g — 4e,3 03493 (3). 








(4) 


In der obigen Reihenentwicklung für 9 (u) ver- 
schwinden also alle Glieder, die g, als Faktor ent- 
halten, und die Reihe nimmt die Gestalt an 


) 
(9) a > 3,0 rn, 
0, © 


'!) Weber, Elliptische Funktionen und algebraische 
Zahlen, S 41. 
?) Elliptische Funktionen, 5 41. 








woman Na = and, tur, A0> 1; 





7 
1 
= WIEHRm Den 


1,241 
ist, die a, also sämtlich rationale Zahlen sind. Es 
wird demnach 


(u) > a 83 (pu)‘ ? 
— 019m H —.. 

) 

9 (u) 3 a, g,% u6 


und folglich nach (2) 





2 


lim G1 neh 
u=0 = ; 1 (u) 

Da nun nach (5) Pu) für u=0O zur zweiten 
Ordnung unendlich wird, während G,:T,.®(u) end- 
lich bleibt, so ergiebt sich, dass G, eine um einen Grad 
höhere Funktion des Argumentes 9 (u) ist, als T,. Die 
Werte 





u=( (mod. ®,, a) 
sind die einzigen, für die die ganzen rationalen Funk- 
tionen G, und I‘, von $ (u) überhaupt unendlich wer- 
den können. Alle übrigen Unstetigkeitsstellen von 
9 (pu) müssen deslalb zugleich die Nullstellen von T', 
sein. Als Wurzeln von T', ergeben sich also die Werte, 
die 9 (ku) annimmt, wenn (u, aber nicht auch u selbst 
eine Periode wird, d. h, die Grössen 


h, ® h» ® Yy 
fr) ) 


ML 





wo v= (I, + ba p) eine ganze, nicht durch y teilbare 
Zahl aus R(?£) bedeutet. Da nun (ku) immer zur 
zweiten Ordnung unendlich wird, kommen in T', alle 
die Faktoren (9 (u) — Y,,.) zweimal vor, mit Ausnahme 


Li 


derjenigen, die für u = „0, zur zweiten Ordnung 

; 

verschwinden, für die also auch 9’(u) gleich Null wird. 
fir y 

Das tritt aber stets und nur dann ein, wenn - @, 


eine halbe Periode ist, d. h. sobald 
(6) 2v=0 (mod. 1%). 

Für zwei verschiedene Zahlen v und v’ werden 
die Werte y,, und y,. dann und nur dann einander 
gleich, wenn 

v=y' (mod. ge). 

Demnach können wir die Primfaktoren von 1, 
folgendermassen bestimmen: 

Ist je nicht durch 2 teilbar, so sind die Werte 
-Ly und — v unter einander nach dem Modul j inkon- 


., m—1 ; 
gruent und I, hat folglich —, unter einander ver- 


schiedene Wurzeln, von denen jede zweimal vorkommt. 
Dabei ist Nr zur Abkürzung gleich m gesetzt worden. 

Ist dagegen ıı durch 2 teilbar, so hat die Kon- 
sruenz (6) ausser v = (0 noch drei andere unter 
einander inkongruente Lösungen, denen die Werte 
W%ı  Wg $ -- Wo ) 


V 
BED NN a; —0® 'echen. Also 
55 m 5 von n », entspreche 


hat in diesem Falle I’, ausser er S. doppelten noch 
die drei einfachen Wurzeln e,, €, @;, und diese sind 
zugleich die Nullstellen der Funktion 

4 98 (u) — 85, 
die also als Faktor in I‘, vorkommt, 

Ferner sind für jeden ganzzahligen Modul 1 aus 
R(?) die Zahlen v, pv und p2v unter einander inkon- 
gruent. Ausgenommen ist hierbei nur der Modul 
== (1 — 7), doch ordnet sich auch dieser Fall der im 


ER HSAEI 


folgenden aufgestellten Regel unter. Es lassen sich 
also die doppelten Wurzeln der Gleichung T,.— 0 zu ‚ 
je dreien ordnen, wie 

Yon Yre/u = P eY vun Yrorla — OYvus 
und können demnach als Wurzeln einer Gleichung 

P2 (u) — Ya = 0 

zusammengefasst werden. Nur dann ist eine solche 
Zusammenfassung unstatthaft, wenn die Grössen Y,,, 
Yrou Yroyu alle drei verschwinden. Das ist aber nur 
möglich, wenn 





ıetrtm=7r pu 

werden kann, und aus dieser Kongruenz ereiebt sich, 
ausser dem als Lösung unzulässigen Wert u = (), die 
Bedingungsgleichung 


2 
= -—— — 0, 


wo % eine nicht durch (1 — p) teilbare ganze Zahl 
aus R (p) bedeutet. Es muss demnach, wenn der Wert 
Null unter den Wurzeln von I‘, vorkommt, die Zahl 
u durch (1 — p) teilbar sein. 
Die Resultate unserer Untersuchung von T', fassen 
wir in dem folgenden Satze zusammen: 
N. ist eine ganze rationale Funktion des Argumentes 
9 (u) vom Grade (m — 1), und zwar ist diese Funktion 
von der Form 
r,„=[49:(m) — g3]|P(u)T*, ]%, wenn a =0 (mod. 2) und == 0 (mod. 1—p), 
T„=[43 (u) — 83] [T*,. 2, wenn "= 0 (mod. 2) und „==0 (mod.1— 2), 
I [PUT ]%, wenn »==0 (mod. 2) und a = 0 (mod.1— 2), 
Ds IT, ]2, wenn » ==0 (mod. 2) und a==0 (mod.1 — p), 





wo 1, eine ganze rationale Funktion des Argumentes 
93 (u) bedeutet. 


Wir wenden uns jetzt zu der Betrachtung der 
Funktion G„. Die Nullstellen dieser Funktion stimmen 


el Tee 


überein mit den Nullstellen von (ku). Nach dem 
obigen verschwindet 9 (nu) für die Werte 


% 
ki — TREE 0, oder 


% 
"(1 — pP) 
wo x eine ganze, nicht durch (1 — p) teilbare Zahl aus 
R (2) darstellt. Wurzeln von G, sind also die Grössen 


Yin 
era. SL u, 
Bu 8 | (1 P) 


Zwei Werte g,,. und g,.. sind dann und nur dann 
einander gleich, wenn | | 
“re tmod. el 9)]: 

Zur zweiten Potenz kann keiner der Linearfaktoren 


las Vi, 





- : & rw, A x 
von G, verschwinden, weil — — -—— . niemals eine 
| Bil — pP) 


Halbperiode sein kann. 

Ein volles Restsystem nach dem Modul a. (1 — 
umfasst 3 m Zahlen. Von diesem sind m durch (1 — p) 
teilbar, also unter den Werten, die x annehmen kann, 
nicht enthalten. Die übrigen ordnen sich zu je zweien 
So, dass 


(8) 
Nat 


„=—«|mode(l —p)] 
wird. Daher giebt es unter den Grössen g,,. Im ganzen 
genau m von einander verschiedene und diese sind 
sämtlich und zwar jede nur einmal unter die Wurzeln 
von G, anfzunehmen, denn dal‘, vom (m — 1)!” Grade 
in @ (u) war, muss G, vom mi“ Grade sein. 

Die Null kommt unter den &,, nur dann vor, 
wenn eine der Zahlen x durch u, also 1 nicht dureh 
(1— p) teilbar ist. Ist g eine von Null verschiedene 
unter den Grössen g,,, so kommen auch >g und -p?g 
unter diesen vor. Von der Funktion G, wissen wir 
also: 





— 956 — 


G„ ist eine ganze rationele Funktion mm Grades von 
(u) und zwar ist diese Funktion von .der Form 

Ge, ‚wenn » = 0) (mod 1—p), 

G. = Plu) 6*,, wenn 1 = 0 (mod1— p), 
wo G”, eine ganze rationale Funktion von 93 (u) be- 
deutet. 


Die beiden Funktionen T*, und G*, sind ganz 
ähnlicher Natur. Es besteht zwischen ihnen die Be- 
ziehung 

Va a a ee 
bis auf einen Könnten Faktor. 

Die 9-Funktion ist abhängige von den Perioden 
0, und @.. Für unsere Untersuckung brauchen wir 
aver Funktionen, die nur vom Periodenverhältnis w 
abhängen. Eine derartige Funktion ist 
KON 

83 
wie aus den Relationen !) NE 
83 (01, 05) = A783 (wi, Ws), 
(Au, 0, A035) an 9 (u, w, Wo), 
worin A eine unbestimmte Grösse bedentet, 


UNE 


Bilden wir nun 
VER RN, Ge G„3: gg" 
lpU)— FREE FIT, Zn S:o,moi! 
so,.können wir G,„3:g5” und T,3:g3" = 1 auch als ganze 
rationale Funktionen von 7 ei) allein auffassen, da nach 
unseren obigen Betrachtungen G,3 und T,3 nur noch 
Potenzen von %3(u) enthalten. Wir können also 


setzen: 








(7) ET, 


wo G’,„ und IT’, ganze rationale Funktionen von x (u) 





‘) Elliptische Funktionen $ 41 (13). 


ai 


bedenten sollen. Machen wir den Koeffizienten der 
höchsten Potenz von z(u) in T’, gleich 1, so werden 
die übrigen Koeffizienten dieser Funktion sämtlich al- 


gebraische Zahlen. Wir können also den Bruchı 1 
4 


so erweitern, dass in den Nenner eine Funktion N mit 
lauter rationalen Koeffizienten zu stehen kommt. Ist 
dann Z die im Zähler unseres erweiterten Bruches 
stehende Funktion, so wird 
(8) Nt(lau)=Z 

Substituieren wir nun in (5) für u die Variabele 

vgl, 

so ergiebt sieh für < (u) die Reihenentwicklung 


(9) =(n) => AR er} 


0,0 
worin 
ir EV 
u 
A, = > ae ae Ver 
EL BE 
also A, — 1 und auch alle anderen A, rationale 


Zahlen sind. Wenn nun in (8) beide Seiten nach 
Potenzen von w entwickelt werden, so gehören zu- 
nächst auf der linken und folglich auch auf der 
rechten Seite die Koeffizienten dem Körper R (g) an, 
da links nur Produkte von rationalen Zahlen mit Po- 
tenzen von u vorkommen. Daraus folgt dann, dass 
auch die Koeffizienten der Funktion Z sämtlich Zahlen 
aus R(z) sind. Da man nun wieder N und Z dureh 
rationale Operationen von gemeinsamen Teilern befreien 
kann, so müssen auch die Koeffizienten der Funktionen 
G’, und I”, in R(g) enthalten sein. Weiter kann man 
noch I’, durch lauter rationale Operationen von allen 
mehrfach vorkommenden Faktoren befreien und eıhält 


38. u 


so eine Funktion T\,. in R (2), deren Wurzeln die sämt- 
lichen von einander verschiedenen Grössen 


vo; 
Ton = Tl — 
8% 


mit Ausnahme von v— 0 sind. Unter diesen kommen. 
wenn 5 irgend ein Teiler von 1 ist, auch alle Grössen 
%,s Vor, und es ist. also T, durch "Px teilbar. 
Lässt man nun 5 der Reihe nach alle echten Teiler 
von durchlaufen und befreit T„ — immer wieder 
durch rationale Operationen — von allen gemeinsamen 
Faktoren mit den 'I,, so erhält man schliesslich eine 
Funktion , in R(p), deren Wurzeln die sämtlichen 
von einander verschiedenen r,,„ sind, die man erhält, 
wenn y alle zu 1: teilerfremden Zahlen aus R (z) dureh- 
läuft. Zwei solche Grössen sind nun stets und nur 
dann einander gleich, wenn 

(10) v=ex(modı) 

ist, wo e irgend eine der sechs Einheiten des Körpers 
R (?) bedeutet. 

Der Grad von ®, ist also gleich der Anzahl h 
der Klassen, in die wir die zu 1 teilerfremden Zahlen 
in S 3 dieser Arbeit einteilten. Demnach haben wir 
den Satz: 

I. Zu jeder ganzen Zahl y aus R(p) giebt es einen 
algebraischen Körper %, über R (£), dessen Relativgrad 
die Zahl h nicht übersteigt. 

Die Waorzeln der Gieichung 

Pr 
sind in der Form enthalten: 


OS 
Tau = TV ; ); 
Nach (7) ist also 
tue, | 
(11) en Eu) — F', (Tu) 


T, ikea IV; (Tu) Es 


i 


A N 


und hierin kann keine der beiden Funktionen G’, und T”, 
verschwinden, da ja v als teilerfremd zu i vorausge- 
setzt ist. Also ist F, eine durch die Gleichung (11) 
wohldefinierte Funktion von ı,. Demnach wird 
Tara = Fi» (Tu) = Fr (tu) = F, (Tu) 

und aus der letzten Gleichung folgt der Satz: 

11. Q,. ist ein relativ Abelscher Körper über R (p). 

Wir werden nachweisen, dass Q, der zum Modul 
gehörige Klassenkörper über R (p) ist. 


S 8. Die Jakobischen elliptischen Funktionen. 


Für die eingehendere Untersuchung des Körpers 
2, ist es zweckmässig, die Jakobischen elliptischen 
Funktionen su v, cn v, dn v heranzuziehen. 

Für unser spezielles Periodenverbältns ® = p 
wird 
i 


1 u 12 
o-1l=— Fre und V— io =e”“ 
‘ 


Diese Beziehungen liefern uns im Verein mit den 
linearen Fundamentaltransformationen der Y-Funk- 
tionen !) die Relationen: 


Stan) Saar a ll) 


ra TO 
KELLER Elli) 


! 


= ee de r 
la) = er ee ll) 


v1 (pu) = ae! ler (u) 


Keennneree nennen nem 


") Elliptische Funktionen $ 26, (6) und (11). 


a) 


Hieraus ergiebt sich für den Legendreschen 


Modul x und für X =y/1l-—x? nach den Formeln !) 











(1) Ve v- ae 
% 


x» und z sind also algebraische Einheiten, und ihre 
Quadrate 

(2) mp, 
gehören zu den Einheiten des Körpers R (2) selbst. 


I!» 0 
0 


Auf ähnlichem Wege?) erhalten wir für die 
Jakobischen Funktionen, die Beziehungen 


3)  snpv ch V a1 dnpv 
SLIOVe Zar nn ()  — 
( Bere en env ’ 
Ä > 
E rn ae Be SE 5 
wo die Variabele v für ne substituiert ist. 
OF 


Schliesslich setzen wir 
1 x ® LE 
5 Te —=KundpK=ik 


Für 8, und (u) erhalten wir) unter Berück- 


sichtigung von (2) 


98 Ko 
Q,, ee LTE Re, Ir 
= pP wg 
a AN ee 0 
BERNER Den 


Daraus ergiebt sich für 
N (3 (U) (u) (on 
TE ZOTACIE AH) 
53 83 


unter Benutzung der aus (3) folgenden Relationen 





') Elliptische Funktionen $ 37, 8). 
*) Elliptische Funktionen $ 37, (10). 
») Elliptische Funktionen $ 41, (7) und (10). 


DE 


EHI re 


sneY 


sn2v —- 2 ek SAD VETZEe eE ERBETEN FCE IE 
1 a a ee p endv.dnir y 


SuIEy SHeAY SHEDeV ae, 


ke f | 1: 
snv ' sn®ov ' sn?p®v 
nach einiger Rechnung die Formel 
er ar a a 
n2ov sn2p2v 
Setzen wir also zur Abkürzung 
A sn?v sn2pv sn2p?v = (V), 


so ergiebt sich nach $ 7, I der Satz: 








Der RUN. NR 
I. Die Grössen ( sind primitive Zahlen des 
n 


Körpers Q., wenn v eine zu 1 teilerfremde ganze Zahl 


aus R(p) bedeutet. 
Es sei jetzt m eine ganze rationale Zahl. Setzen 


wir 





SU WON EHE VE An Weiz, 
so dass also 
2—=-1-xX , Zelt =l-px, 


dann wird !) 








bei geradem m: bei ungeradem m: 
xyz A | xÄ 
Sumv en soınv=-—t, 
Da 1923 
(4) BA yB 
en mv = ——, ch mV = ; 
Di ID 
z CH Z Es 
nu ee! dn mv = 
D D, 


In diesen Formeln bedeuten A, Bas, Um Dm ge- 
wisse ganze rationale Funktionen des Argumentes x, 
mit Koeffizienten, die ganze Zahlen des Körpers R (p) 
sind. Von den Eigenschaften dieser Funktionen zählen 


!) Vergl. für das folgende Klliptische Funktionen $ 60. 


wir hier nur diejenigen auf, von denen wir im weiteren 


Verlaufe 


missen: 


(6) 


(5) 


unserer Untersuchung Gebrauch machen 


Der Koeffizient der höchsten Potenz von x wird in 
Ay 


© 
Di 


m 


B Zn Din 


e 
2 


10) 


= 
= 


für m = 0 (mod 2), 
sm fürm = 1 (mod 2). 


= E 
22 22 


erg 


Die absoluten Glieder werden in beiden Fällen 
m 


1 1 1. 


Ist m ungerade, so sind die Funktionen AdısıB., 
Un, Du, in Bezug auf x alle vier vom Gerade m? — 1. 
Ferner wird 


für m = 0 (mod 2) 
Am (x?) = ie Es An 


h R 1 \ 
Bu ee Blaue 
u (x2) = g xu® er | 

r u » 1 
Dux)=+ex" Du | 2 ) 


für m = 1 (mod 2) 


An (x?) == Sr EN Du 7 
\ 


Bn a). 


) 
rs 
» 
| 
jean 
Ge 
ham 
B 
> erraten 
! 


In allen diesen Gleichungen bedeutet & eine nicht 
näber bestimmte Einheit aus R (p). 


Aus (9) folgt, dass die Wurzeln der Gleichungen 


Bn (x2) et ) 5 Gm (x?) — 0 


ganze Zahlen sind. Ans (7) und (8) ergiebt sich das 


Lei 


EN N et 


rleiche für ihre reziproken Werte. Also sind die 
Wurzeln dieser Gleichungen algebraische Einheiten. 
Den nämlichen Schluss kann man bei geradem m 
für die Wurzeln von 
2.682) 
ziehen. Bei ungeradem m sind die reziproken Werte 
dieser Wurzeln ganze algebraische Zahlen, ebenso wie 
die Wurzeln von 
Na a) el. - 
Ferner ist 
Aal N abe ale 
und aus alledem ergiebt sich der Satz: 


Il. Diejenigen Wurzeln en Gleichung 


Ar (x? k 
a nicht auch zugleich DE einer Gleichung 
As (x?) et) 


sind, wenn d irgend einen Teiler von m bedeutet, sind 
entweder sämtlich ganze algebraische Zahlen, oder ihre 
reziproken Werte sind sämtlich ganze algebraische Zahlen. 


Es sei nun m eine ungerade rationale Zalıl. 
Dann ist nach (4) 
(9) Dun (x?) umv — x A. (x?) = 


Diese Gleichung ist in Bezug auf x vom Grade 
m? und hat zu Wurzeln die m? Grössen 
ia y K 


(10) x—=m(V—+- . a3: 





wo m als Zahl in R (z) aufgefasst ist und v ein volles 
hKestsystem nach m in diesen Körper durehlänft. 


Der Koeffizient der höchsten Potenz von x in (9) 
ist eine Einheit. Das absolute Glied sn mv der 
Gleichung ist folglich bis auf einen Finheitsfaktor 
gleich dem Produkte ihrer Wurzeln (10), also wenn 
wir den Faktor, der dem Werte y— 0 entspricht, aus 


diesem Produkte herausnehmen, was durch das Zeichen 
Il" angedeutet sei: 


(11) B sn je sn (V - 2% & = 


snmv verschwindet für v=60. Als Wurzeln der 
Gleichung 


(12) Anl) 
erhält man also nach (9) die Grössen 
4yK 
(13) EN | — al 
m 


init Ausnahme von 
=D; 
Die x, sind sämtlich ganze Zahlen, und für ihr 
Produkt findet sich auf demselben Wege, auf dem (11) 
hergeleitet wurde: 


(14) em — | | X, 


v= ——, (vv =0modm,), 


wo nı, eine zu m teilerfremde ungerade Zahl bedeutet, 
so werden die Faktoren des Produktes auf der rechten 
Seite, als Wurzeln der Gleichung 
Ar, (x?) =) 

sämtlich ganze. Zahlen und folglich ist auch anf der 
linken Seite 
4 v, Ka | 4v, K' 

———) : [sn ——- 


/ 
(m m 
j m, 


\ F \ 


eine ganze Zahl. 


4 


SEEN AR 


Nun lassen sich stets die Zahl v, und die zu m, 
teilerfremde ungerade Zahl m, so finden, dass 
va = vı m (mod ım,) 
mm, == 1 (mod m,). 


Dann folgt 


4,, K v. K 
— m = Sn Ma - 
N ; 
iv, K 4 vo K 
sa. m = = Re 9 
1 my 


4v, K\. +v, K 
sn \———) : sn m ——— 
Mm, m, 


eine ganze Zahl, und es ergiebt sich der Satz: 
Ill. Durchläuft n eine Reihe zu m teilerfremder 
Zahlen, während v festgehalten wird, so sind die Zahlen 


4vnK 
m 
zu einander «ssozttert. 
Für 
4v, K 
a EEE 
m, 


wird also die linke Seite von (11) eine Einheit. Auf 
der rechten Seite steht ein Produkt aus lauter ganzen 
Zahlen und folglich müssen auch diese sämtlich Ein- 
heiten sein. Da nun v und v, ganz beliebige Zahlen 
sein können, die nur der einen Bedingung 
v==0 (mod m) v,==0 (mod m,) 

genügen müssen, so folgt der Satz: 

IV. Enthält die Zahl m mehr als einen Prim/uktor 
und werden v und m ohne gememsame rationale Teiler 


| 4yK 
sn | ———— 


ungenommen, so ist 


m 
eine alyebraische Einheit. 


ENT ae 


« 


S 9 Die komplexe Multiplikation der Funktion sn v. 


Es sei jetzt eine ganze Zahl aus R(p), p die 
zu ihr konjugierte Zahl und m = ti’ ihre Norm. 
Dann ist 

4vK 4vWK 


I m 
Also folgt der Satz: 
I, Die Grössen 


sind sämtlich unter den 


enthalten. 

Wir setzen voraus, dass ı. nicht durch 2 teilbar 
sei. Dann können wir unter den zu 1. assoziierten 
Zahlen diejenige | 

"=a-bp 

auswählen, für die 
(1) b = 0 (mod 2) a=](mod?2), 

Die Funktion 

sn m v 
ist eime doppeltperiodische gerade Funktion von v 
mit den Perioden 2K und 2iK’. Sie kann deshalb 
dargestellt werden als rationale Funktion von sn?v. 
Also können wir, wenn mv=x gesetzt wird, die 
Annahme machen 
sn hV BL (x?) 


2 er 
( ) X D, (x?) ? 


“i 


RER NEE 


wo F, und ®, ganze rationale Funktionen von x? ohne 
gemeinsamen Teiler bedeuten. Verwandeln wir nun 
vinv--iK', so folgt wegen (1) 
sne(vriRK))=sn[ev-bK+(a-b)ik’])=rsa(pv+iK’) 
also, da 


| 1 
WELL TIEEN 
sn(v+-ıIK)=- ee 
1 \ 
E z | A2x2 
(3) x M“\K2x® 
snuv er 1 
“2x2 


Daraus ergiebt sich zunächst, dass F, und “P, in 
Bezug auf x? vom gleichen Grade — etwa s — sind 
und sodann, dass 


a 2 S ee RT —_— 72 
EX p, Er x? F,. (X ) 


Setzen wir also 
Wer ey Dh Ya, 
so wird 
} m ie a mer 2 a 2. 5: 
Nele ren}, 
wo s eine Einheit aus R (z) vorstellt. Nun verschwindet 


BEN 
sn v 
für die Werte 
2yK 
(4) =, 


wo v eine nicht durch 1. teilbare ganze Zahl aus R (£) 
bedeutet, und da es soleher von einander verschiedener 
Grössen (4) im ganzen m — 1 giebt, so folgt 

m—1l 
= 





"TI 


F Hey 
Durch Erweiterung des Bruches ee bis im 
| | j 


Nenner eine Funktion mit rationalen Koeffizienten 


ER 


steht und nachfolgende Reihenentwicklung von sn v 
beweist man genau ebenso, wie bei der in S 7 für den 


’ 


< s (4 nr | 
(notienten wm durchgeführten Betrachtung, dass die 
I u 


Koeffizienten der Funktionen F, und «P, sämtlich dem 
Körper R(p) angehören. Für v=0 speziell ergiebt 
sich aus (2) 

(5) az eie 





Wir setzen nun u gleich einer Primzahl ersten 
Grades nz des Körpers R(p). Dann können wir die 
Wurzeln 


der Gleichung 


F,&d)=0 
in der Form schreiben: 
= „2nmK AN 
x2 — sn? —— man? en 
Be T 


wo .n ein volles Restsystem ungerader, zu Nr teiler- 
fremder Zahlen durchlänft. Nach S STII ergiebt sich 
also der Satz 


Il. Die Wurzeln der Gleichung 
HEN 
sind ssoziierte Zahlen. 
Das Produkt dieser Wurzeln ist aber nach (5) 
mit r assoziiert, und folglich erhalten wir 


2yK a 
Re an ee Wr 


wo e eine algebraische Einheit ist. Bezeichnen wir 


mit d einen Teiler von Nz — 1, so bestimmt uns die 


Funktion F, einen Körper vom Grade (N — 1):d 
über R(p). In diesem ist 


“t 


DyK \d 
area 
T 


eine Primzahl, deren (Nz — 1):d te Potenz mit x 
assoziiert ist, die folglich in allen Wurzeln der 
Gleichung F,=0 aufgeht. Darans folgt, dass alle 
Koeffizienten dieser Gleichung zunächst durch 


ERVER 1 


und dann — als Zahlen aus R(p) — auch durch x 
selbst teilbar sein müssen, d. h. wir haben den Satz 
bewiesen: 


III. Machen wir den Koeffizienten der höchsten 
Potenz von x? in F,(x?) gleich 1, so sind alle übrigen 
Koeffizienten dieser Funktion durch r teilbar. 


Wir können jetzt also setzen 


sn nv (sn v) Nr 1 —rf(snv) 
ey Eeolnv) 
wo f und x ganze Funktionen von sn v bedeuten, 
deren Koeffizienten ganze Zahlen aus R (p) sind. Als 
Kongruenz nach x geschrieben, lautet diese Gleichung 





esnnv=(snV) Nr (mod r) 
und hieraus folgt, wenn wir die analogen Kongruenzen 
für die mit x assozierten Primzahlen aufstellen und 
multiplizieren unter Berücksichtigung von $ 8 A 


(6) s(rv)=s(V) Nr (mod r) 
für ein unbestimmtes v, unter der alleinigen Voraussetzung, 
dass r eine Primzahl ersten (rades aus R (2) sei 


8 10. Nachweis des Klassenkörpers. 


Es sei jetzt 1 eine beliebige ganze Zahl aus R (p), 
AydAszussidr 
wieder das in S 3 aufgestellte System der Klassen 
aller zu 1 teilerfremden Zahlen aus R (z) und 
Dr Denn 2 gr Ga 


seien Repräsentanten dieser Klassen. 


Die Grössen 
DR: 
Dr (| 
sind dann primitive Zahlen eines relativ Abelschen 
Körpers @, von nicht höherem, als dem h'" Grade 
über R (2). +; ist abhängig von der speziellen Klasse 
A;, der die Zahl & angehört, -dagegen unabhängig 
davon, welche Zahl als Repräsentant der Klasse aus- 
eewählt wurde. Die h Grössen s; genügen einer 
Gleichung hi" Grades 
fu) = 0 
und sind entweder alle zugleich ganze Zahlen, oder 
ihre reziproken Werte sind sämtlich ganze Zahlen. 


1 
Je nachdem setzen wir 5; , oder > gleich 
/ 6: % ; 
(aj=n, 
16 
sodäss die % immer ganze Zahlen bedenten. Dann ist 
für jede Primzahl x ersten Grades 
| (mod r). 


SEINE) 


In einem algebraischen Körper @ heisst das Ideal ” 
PB ein Primideal ersten Grades wenn N. ® gleich einer 
natürlichen Primzahl p wird. Es besteht dann für 
jede ganze Zahl q aus @ die Kongruenz 


HT ak 


(2). 9’ = g (mod WB) 
und die Richtigkeit dieser Kongruenz für. jedes gq ist 
umgekehrt auch hinreichend, um 9 als ein Primideal 
ersten Grades aus @ zu erweisen. 

Ist nun B ein in x enthaltenes Primideal aus Q,,, 
so haben wir zufolge (1)°. 
INz 
(mod B). 





Damit also (2) für % es erfüllt sei, muss 
IL / 5 


ae 
M j IL 


werden, d.h. es muss 
rn = % (mod) 

sein, oder z muss in der Hanptklasse nach dem Modul 
w vorkommen. "Nur die endliche Anzahl von Prim- 
zahlen, die in der Diskriminante der Gleichung f, = 0 
aufgehen, brauchen dieser Bedingung nicht notwendig 
zu genügen. Wir haben also den Satz: eh 

I. Die Primzahlen ersten Grades r, die nach dem 
Modul ı nicht zur Hauptklasse gehören, können bis auf 
eine endliche Anzahl in 2, nicht in Primideale ersten 
Grades zerfallen. | 

Für Primzahlen zweiten Grades ans R (7) ist die 
Kongruenz (2) nicht erfüllt, wenn wir  B. g=?p 
setzen. Also: 

Il. Keine Primzahl zweiten Grades kann in 2, in 
Primideale ersten Grades zerfallen. 

Ist dagegen rz eine komplexe Primzahl der Haupt- 
klasse, so folgt: 

% = ı?’(modA®B). 

Nun ist 9% eine primitive ganze Zahl aus 9,.. 
Jede ganze Zahl q dieses Körpers kann daher darge- 
stellt werden in der Form 


DT u a 


2 — 


wo die 7; Zahlen aus R (p) sind, die zwar nicht ganz 
zu sein brauchen, in deren Nenner aber nur solche 
Zahlen aufgehen können, die auch in der Diskriminante 
von f, vorkommen, die also nur durch eine endliche 
Anzahl von Primidealen % aus &, teilbar sein können. 
Sehen wir von diesen Ausnahmefällen ab, so wird der 
Hauptnenner y-der Brüche 1%, %,,...m-ı zu % teiler- 
fremd sein. Multiplizieren wir mit y. so folet: 
vgogeytnd Sr? tt... Inh 
wo die y; sämtlich ganze Zahlen aus R (2) bedeuten. 
Da reine Primzahl ersten Grades vorstellt, so ist nach (2) 
Pays Ni fa Yet lmone 
also wird auch 
Pe=ZY Pr gm) 
und hieraus folgt, da y zu ® teilerfremd ist, für Jede 
ganze Zahl g aus ©: 
gP = g (mod PB). 
Wir haben also den Satz: 


Ill. Die komplexen Primzahlen der Hauptklasse zer- 
fallen mit Ausnahme einer endlichen Anzahl unter ihnen 
in 9, in lauter Primideale ersten Grades. 


Die Betrachinngen dieses S 10 enthalten den 
Nachweis, dass der Körper @, den in $ 6 aufgestellten 
Bedingungen 1.) bis 4.) entspricht. Nach den dort 
angestellten Erörterungen ist also unser Beweis vollen- 
det und der Dirichletsche Satz für den Körper der 
dritten Einheitswurzeln erwiesen. 
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